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A SZORZATOPERATOR-ELMELET GYAKORLATI ASPEKTUSA,
AVAGY AZ NMR KVINTESZENCIAJA
Alapfogalmak:

impulzusnyomaték-operator vagy magspin-operator : | {I=101,1}
az 1dotol fiiggd spinstiriség-operator o(t) spin density-operator
az 1dotol fiiggd normalizalt allapotfiiggvény y(t) normalized state function
az 1dotol fiiggd Hamilton-operator H(t)
Az alapegyenlet: do(t)/dt = izt [H(t),o(1)] Liouville- von Neumann-egyenlet

az 1dotol fliggd Schrodinger-egyenletbdl vezetheto le,
az 1dotol fiiggd Hamilton-operator €s az 1dotol fiiggd allapotfiiggvény(ek) fényében.
memo: a mozgasegyenlet a H illetve a ¢ operatorok kommutatoranak ([H, o], lasd kesobb) a
fliggvénye
memo: formai (tartalmi?) hasonlosag a Bloch-egyenlettel; dM/dt = Y M®B]

Stratégia:
El6szor beszéljiik meg az id6tol fliggo spinstrtiség-operator, o(t) , €s az idotol fiiggo,
normalizalt allapotfiiggvény, y(t), majd az idotol fiiggdé Hamilton-operator, H(t), jellemzoit.
3



I ) Vazoljuk fel a o(t)-t (a projekcids operatort):

1) Ha a vizsgalt rendszernck csupan egyetlen spinallapota (K=1) van (azaz B=[0,0,0]),

akkor o(t) = [w(O))X (D)
¢s ezért az alapegyenlet: dly(t))/dt = —izit H(t)w(t)).

A Liouville-von Neumann-egyenletnek ez az alakja csak akkor igaz, ha minden spin
ugyanazzal a normalizalt [y(t)) allapotfiiggvénnyel jellemezhetd.

Ekkor o(t)-t, az alabbi ,,ket-bra” szorzattal definialjuk, amely egy projekciés operatort, a
spinstirlis€ég operatort eredményezi valoban:

o(t) = [w(OXw ()]

2) Ha a vizsgélt rendszernek minddsszesen két spinallapota (K=2) van (¢s B=[0,0,B,]),

akkor o(t) = Zp Xy (] (I<ks2)

a két spinallapotot (a-t és B-t) leiro két allapotfiiggvény a |y, (1)) €s a |yp(t)),
Py az allapotok valoszinliségét megado tényezo.

memo: ezek nem a /a) ¢s /B) ortogondlis bazisok



3) Ha a vizsgalt rendszernek minddsszesen K darab allapotfiiggvény cgyiittese
sziikséges, ami egy kevert allapot (mixed state), akkor |y, (t)), ahol 1< k< K.

o(t) = Zpy [w(t)Xw ()]
Ekkor o(t) a kiilonbozd allapotokon értelmezett ,,atlag” siiriség-operator, tovabba Xp,=1.

Emlékezteto:
Hullamfiiggvény a Hilbert-térben (n-dimenzids vektortérben):
feladat: az id6tol fliggd hullamfiiggvény, y(t), leirasa

ehhez kell: 1) - egy n-darabbol felépiilo teljes ortonormalt baziskészlet
i) ahol i=1,2,...n
memao:
normaltsag  [i*idv =1 avagy (illiy =1
ortogonalitas [i*jdv=0 avagy (il[j) =0
memo: A Dirac-féle jelolésmod szerint ,ket” formalizmus, {|.)} roviditi a bazist és az
allapotfiiggvényt, mig a ,,bra” {(.|} a bazis és az allapotfiiggvény komplex konjugaltja.)

2) - n darab 1d6fiiggd linedrkombinacios koefficiens

Ci(t)= Cy(L.), Co(t) C(1), -, cx(t)
Ekkor a hullamfliggvény, az 1dotdl fiiggd, normalizalt allapotfiiggvény felirhato:

n
[w(t)) = Z () [1) 5
=1



A= [i*Ajdv;

ugyanez a Dirac-féle jelolésmod szerint
ami egy skalar mennyiség.

- a ,,bra-ket” szorzas (y(t)||w(t)) egy skalar:

a ,.ket-bra” szorzas {|y(t))(w(t)|} egy matrix:

9
9,
93

9,

Ay = 1A,

(fl’ fz’ f3,...., fn)

(f, f,, fyr T)=].

A lw(t)Xw(t)| a matrix a projekcids operator matrixreprezentacioja.

cr s

0,
g,

03 :Z f.0;

In

9, f, 9, f5,00,

gn fl’ gn f21'"gn1 fn




II) Vazoljuk fel a H(t)-t (a Hamilton-operatort):

Az oldatfazisu bioNMR szempontjabol érdekes komponensek:
1) az allando magneses tér (B,) és a spin (1),
2) a gerjesztd magneses tér (B,) és a spin (I),
3a) az egyik (I) és a masik (S) spin skalaris,
3b) I és S spinek dipolaris,

4) a spin (pl. I) és a sajat elektromos kvadrupolmomentuma

kolcsonhatasabodl szarmazo tagok.



1. A Zeeman-kolcsonhatas:
A spin magneses momentuma (u) és a kiilso statikus magneses tér (B,) kozott 1étrejovo

kolcsonhatast leiro tag. (A Zeeman-kolcsonhatasnak hivott jelenség indukalja a spinallapotok
degeneraltsaganak megsziinését.) Mivel 1 =yl , azaz a spinek magneses momentuma ()
aranyos azok impulzusnyomatékaval (1), ezért a Hamilton-operator Zeeman-kolcsonhatast leird
tagja a kovetkez0 alakt a Descart-koordinata rendszerben:
HZeeman 7/1 (1 G) B N

I := magspin operator

y 1= giromagneses allando

o .= korrekcids (arnye€kolasi) tenzor
c.0.0._|[B (amely tenzor mindig diagonalizalhat6)
Hoaran =7 (1,.1,.1.)| 000,06, || B

x27y27z Yy ooz y

O-zx Gzy Gzz B

z

Oldatban a molekula kelléen gyorsan forog, ekkor az arnyékolasi tényezo egyetlen

szamma zsugorodlk O,,; a mar diagonalizalt arny¢ekolasi tenzor:
o= (Tr 6)/3= (o,,+0,,t0,,)/3 amely szamot arny¢kolasnak hivunk.

Polar-koordinata rendszerben fehrva a Zeeman-operatort:

H —y L(1-o™r) B,

Zeeman

Egy spin Larmor-precesszidjanak szogsebességét az (1-0P°?)B, mennyiség hatarozza meg

I_IZeeman = (00 128



2. A gerjeszto magneses tér (B,) és a spin (I) kolcsonhatasa:

A radiofrekvencias gerjesztotér (B,) €s a spin kolcsonhatasat leird tag hasonlit a most
bevezetett Zeeman-taghoz. )
Mivel a gerjeszt tér az [X,y] sikba orientalt, ezért itt az I operatornak csak az x,y
komponensét tekintjiik.
Hrg kiilsd laboratoriumi koordinatarendszerben felirva:
Hge = oy [T,c0s(wt) — I sin(wt)]
o,= a radiofrekvencias tér szogsebessége,
o = a B, térhez rendelhetd precesszios szogsebesség.

memo: Bolch egyenletben a B, segedter: B, = B, cos (ot) and B,, = -B;sin (ot) B y

Az egyenlet az o szogsebességgel forgod koordinatarendszerben felirva:

A

mivel cos[(o—w)t]=1 és sin[(w—w)t]=0
9



3a. Az I és S spinek indirekt kolcsonhatasa: H,

Hamilton-operatorazon tagja amely a spinek kozotti kolcsonhatast rogziti.
Ezt a kcs.-t a spinek kozott ,,lokalizalhatod™ elektronok kozvetitik, amely fliigg még a
csatolasi ( J-tenzor) tényleges alakjatol is.

A laboratoriumi koordinatarendszerben
felirva a Hamilton-operatornak ezt a tagjat:

']xx‘]x sz SX
H,=1JS azaz H, = (ix,iy,iz) S o |15,

sz Jzy Jzz S

Oldatban szabadon mozgo | és S spin esetében a J tenzor egyetlen konstanssa (J)

zsugorodik. Igy az 1 és S vektorok skalaris szorzataval (,,sor-oszlop™) kell szamolnunk,
amely nem mas mint:

A V¥ A

Hy=2r J IS, +1S+1S)

10



3b. Az I ¢s S spinek direkt kolecsonhatasa: H

Két spin kozott (pl. 1 és S) a dipolaris kolcsonhatast leird operator, Hp, amely az alabbi
alakban adhat6 meg:

Hp =

| >
[

D

Oldatfazisu, azaz izotrop esetben D tenzor spurja zéré (Tr D = 0),
ezért a kolcsonhatastol eltekinthetiink.

4. Az I spin és a sajat elektromos kvadrupolmomentumanak kolcsonhatasa: Hg,

HQ:iQi

csak a felesnél (Y2) nagyobb spinkvantumszamu magok esetén jelentds

11



Osszefoglalva tehat

Az | és S spinek (AX spinrendszer) esetén, oldatfazisban

a teljes Hamilton-operator tartalmazza tehat a :

Zeeman-effektust + a skalaris csatolast + a radiofrekvencias gerjesztést leird harom tagot.
Azaz:

H=al,+aS,
21 JA,8, +1,8,+ 1,8))
+ay[I,cos(mt) — Lsin(at)] +,[S,cos(wst) — S,sin(wst)]

az | spin besugarzasahoz hasznalt térerd nagysaga B, (frekvencidja m,).
az S spin besugarzasahoz hasznalt térerd nagysaga B, (frekvencidja m,).

mivel Q= o —m, €s az Qg = 0 g
Itt nem részletezett 0sszevonasok ¢€s egyszerlisitések utan belathato, hogy:
H=ol, +t®S, +2¢JLS, +Q1, +0XS,

Az elsO két tag a spinek gerjesztése sordn jut szerephez,
addig a harom utolsé tag a spinek precesszioja soran fellépo kolcsonhatasokat irja le:

r.f. pulzus = Ham = +o1, +@,S,
szabad precesszio = Ham = +Q|iz +0%S, + 21JL,S, e



111) Az alapegyenletben
do(t)/dt = - [H(t),c(t)] ahol H(t) fiigg az idétol

Bontsunk fel egy pulzusszekvenciat olyan 1épésekre
(olyan elemi iddintervallumok 6sszegére), melyekben az operatorok mar 1d6tdl fliggetlenek:

o(t+7) = exp(-1H, 7)) o(t) exp(+iH,7)

memo:  a T, elemi iddintervallumban H, operator az idotél fiiggetlen
atlag-operator,
az exp(—iH,t,) tényez6 a propagator

A toméritett irasméd: o(t) - (H,5)— o(t+7)

ahol a spinstiriségoperator megvaltozasaért 7, elemi 1épésben H, felelOs.

13



1) Példaul ha az emlitett T, idéintervallumban csak az I spin precesszidja torténik,
akkor a megfelel6 Hamilton-operator tényleges alakjaa H = +Q,L..

Ezt az alabbi formalizmus foglalja 0ssze: o(t) —(21, 7.)—> o(t+7)

Tfh t=0 pillanatban o(0) = 1,.
Kérdés hogy mi torténik a precesszio alatt, ha
o(t) = exp(—iHt) o(0) exp(+iHT) és H= QI, valamint o(0) =1,
o(t) = exp(—iQLt) I, exp(+i Ql,7)
l Beldthaté (Keeler 1450)

o(t) = cos(Qr) I, + sin(Q1) I,

2) Példéaul ha a T, id6 alatt az | és S egymadssal csatolt spinek precesszalnak, akkor:

G(t) _(Qliz z-k)_> _(ngzrk)_> _( 271-‘]izgzﬁck)_> G(t+ Z-k)

14



I1V) Az A megfigyelesi operator:

cél: hogy meghatarozzuk a mérheté makroszkopikus magnesezettség-vektor (M)
nagysagat ¢s annak modulaltsagat.

helyzet: Ehhez kvantummechanikai alapon kell kiszamitanunk az M-t.

ut: A mikrovilag megfigyelhetoségének nem-klasszikus jellegéhez igazodva ezt a célt

altalaban a megfeleld operator lehetséges sajatértékeinek meghatarozasan keresztiil érjiik el.

Ha egy tetszésszerinti A operator (a megfigyelés-operator) sajatértékeit keressiik, akkor a

megoldast az;

A =lyO*Ay@® dv vagy az (A) = (y(D)IAly(D)) adja.

ahol (A) az A operator varhatdértéke,
y(t) ortonormalt hullamfiiggvény,

memo: most y(t) helyette a stirtiségoperatort {c(t)} hasznaljuk.

Az NMR-szamitasok soran nem a hullamfiiggvényt {y(t)}, hanem a
striiségoperatort {o(t)} hasznaljuk, mivel nem az elemi spinallapotokra, hanem azok
Osszességére vagyunk kivancsiak. Ezért az A operator egy halmazon (ensemble) vett
varhatoértékét a kovetkezo modon adjuk meg:  (A) = Tr[Ac(t)]

Megoldas: Ha tehat az A operator valdjaban a mag impulzusmomentum operator (1),
valamint ha a mérést elegendden kiterjedt mintan folytatjuk, akkor az operator
varhatoérteke {(A)} konvergal a makroszkopikus magnesezettséget leir6 M vektor

st 15
értékéhez.



Ezért a megfigyelhetd makroszkopikus magnesezettség pl. M, 6sszetevdje a

kovetkezo:
My(t) = Ny# Tr[%lkyc(t)]

ahol y és 7 mellett, N az egységnyi térfogatban vett spinek darabszama.
memo: Az I, mennyiség y indexe az M, indexe miatt jelenik meg.

feladat: A magspin operator (I) valamint a stirliségoperator {o(t)} szorzatanak

crcrs

A nagy kérdés: mi legyen az alkalmas bazis? Mi legyen az s elembdl all6 baziskészletet (B) ?
o) =  Zby(t)Bs
S

A megoldas: a B, baziskészlet legyen a spin impulzusmomentum-operator. Sorensen korabbi
javaslata eértelmében a Descartes-tipusu I, bazisoperatorok hasznalata az alabbiak szerint
felettébb eredményes:

B, = 21" H (£y)™
k=1

16



A megoldas: a B, baziskészlet legyen a spin impulzusmomentum-operator. Sorensen korabbi
javaslata értelmében a Descartes-tipusu [, bazisoperatorok hasznalata az alabbiak szerint
felettébb eredményes:

B, =217 H([kz)aSk
k=1

Pl. azIés S spinrendszer esetében N = 2,
l,=1¢és1, =S,
| (I bazisoperator masik indexe) a Descartes-komponenseit (X, Y, z) roviditi,
(0<qg<n),
q esetben ay =1 és (n—q) esetben ay, = 0

Hag=0 akkor 2'E=1/2E

Haqg=1 akkor 201, 2°,, 2°1,,, 201,,, 201, 2°I,,

Hag=2 akkor 2%, 27,05, 2,15,
2 Ly, 241y Ly, 2% 05,

241,y 2, 27011, g=0 12E
q=1 |, Iy, 1, S,, Sy, S,
=2 215,218, 218,
21,5,, 21,5, 21,5,
the angular momentum operators and their products 21,S,, 21,S,, 21,8, 17



the angular momentum operators and their products

A 16 bazisoperatort tablazatos alakban:

B, elemeihez milyen fizikai kép rendelhetd?

E S S, S,
magnesezettség (populacio, NOE)
E S,
“«—9 i , .
Ix " y <! szin-fazisu egyszeres kvantumkoherenciaik.

21,5, 21,8, | | |
y=y y S spinen lokalizalhat6 ellentétesfazisa
7 2l ZSX 2l zSy 2 |ZSZ koherenciak

I spinhez tartozo ellentétesfazisi koherenciak

E S, Sy S,
E egyseg transzverz S transzverz S longitudinalis S
Ix transzverz | tobbszoros kvantum  tobbszords kvantum  ellentétes fazisu I
|y transzverz | tobbszoros kvantum  tobbszords kvantum  ellentétes fazisu I
|Z longitudinalis |  ellentétes fazist S ellentétes fazisa S J rend( spin-allapot 18



PRODUCT-OPERATOR FORMALISM (PrOF)
(the quintessence of NMR)

memo : the product of the angular momentum operators
a formalism based on the density-operator theory
coherence is the phase coherent superposition of quantum states

magnetization in the spin density in the
Cartesian space Coherence space
Fa
M d
Y
x
3- dimensions e.g. 16- dimensions

19



A: Product operators for two uncoupled spins (one + one)

initial conditions:

consider spin I and S with:
- spin quantum number 1/2 (e.g. 1H, 13C, 15N, 31p)
- not coupled (neglect spin-spin interaction)

the spin (angular momentum) components are : I, , I, 1, and S,, S,, S,
the magnetic moments components are : (1) (1), 1 (D) 14(S), 1y(S), 1,(S)
memo : w (I)=(yh I, )/2n
comment: for the description of the effect - free precession or
- I.f. pulses

for one spin (e.g. I) - three dimensions (1, 1, 1,)

for two spins (e.g. l and S) - six dimensions (I, I, |

21 O Sy S,) are needed.

20



THE BOLTZMAN DISTRIBUTION of I and S is as follows:

The spin density in thermal equil.: g 1man = N B, (1, + 7sS,) / (8nkT)

Ogoltzman —NOrM(y, 1, + vsS,) if norm = hB_/(87kT)
YEEE
1]
noarm
/ ¥ilz

memo : to describe og,,man IN the 6D-space (two uncoupled spins: no J,g).
Note that however, only the I, and S, subspace is truly required.

21



THE CONSEQUENCE OF AN R.F. PULSE

If | and S are heteronuclear, then selective excitation is possible.

Introduce : rotation axis |, (rot. axis of precession)
l, (rot. axis of r.f. pulse)
frequency Q, (prec. frequ. of spin I)
o, (r.f.)
Ry(I) = ol + O 1, If Q, I,= 0 (we neglect offset during excitation)
then R, (1) = oy,
YSSZ ?552
d g
______ norm 7 _nurm
: sel. r.f pulse ' ; . .
— yilz b yilz conclusion: the rotation of spin |
@, a (in the 1, 1,, I, subspace)
e and of S (inthe S,, S,, S, subspace)
Yily of the coherence space

The effect of a selective -1, pulse on spin |

during an RF pulse are
completely independent for both

(3D-subspace of the [I1,S] 16D-coherence space ) home- and heteronuclear spin system.

22



FREE PRECESSION AT LARMOR FREQUENCY

initial conditions:
the spin density after the RF pulse {w,(-1,) and o,(S,)}:
O (t=0) =h Bo (VI Iy + VSSX) / (87‘CkT)
the effective operator during precessionis: Q, I+ Qg S,

but the rotation of | is independent of S
}'Ilz '}‘552

|, = l,cos (€ t) = L,sin (Q t)

/< J}rlly ﬁ7l/—}rﬁﬂy Sy = 5,08 (Qg t) +Ssin (Qg't)
Sy

norm

different 3D-subspaces of the same coherence space

the spin density after free precession for time t:
o = h B, (v, [1,c08(2, t) = Lsin(€, t)]+ ys[S,cos(Q2s t) + S;sin(Qg t)]) / (8nkT)

conclusion: the precession of spin I (in the 1,, I,, I, subspace)
and of S (in the S,, S,, S, subspace) of the coherence space are

completely independent for both homo- and heteronuclear spin system.
23



egy szuperoperator, jelen esetben a Hamilton-szuperoperator (pl. H™), hat egy
operatorra, mondjuk a spinstriség operatorra (pl. o).
Ennek a hatasnak az eredményét az alabbi kommutator definialja:

HAAGA:[HA,GA]:HAGA—GAHA

Vegyiik észre, hogy a szogletes zarojelben mar nem a Hamilton-szuperoperator, hanem
csak a Hamilton-operator szerepel.

Tehat az alabbi tomorités bevezetésekor: 6(t) —(H,t)—> o(t+1,)

azt osszegeztiik, hogy t, iddintervallum alatt hat a spinsiiriiség-operatorra (c*) az atlag
Hamilton-szuperoperator (H*'). Ha tehat a spinstriiség-operator éppen az I, akkor
ennek precesszidja soran az elobbi tomorités a kovetkezo formalizmust igényli:

L —(Q1", 1) L cos (€ 1) + Isin ()

Tehat az I, szuperoperator hatasara a kezdetben I, -szel azonosithato

spinstiriiségoperator 1. cos (Qt,) + iysin (€t,) komponensekké alakul at. ”



COMMUTATION

|, and S, rotations are independent, they can be applied in any order.

a: first I, ,after S, :
(Iy-Sy) --[1]--> lcos (€)= Lsin (€ t) - S,
--[S,]--> 1,cos (€ t) = 1,sin (€2, t) - S,c0s (g t) = Sysin (Qs 1)

b: first S, , after |, :
(Iy-Sy)  --[S]->1,-S,cos (Qg t) = Sysin (g 1)
-[1,]--> 1,cos (Q t) = 1I,sin (€, t) - S,c0s (s t) = Sysin (g 1)
AZOI’]OS&k, a sorrend tehat nem szamit, a két
operstor kommutal és ezért [I, S,] = 0

|, and |, rotations are not independent, they can't be applied in any order.

a: first |, , after |
(Iz) "[Ix(e)]"> IZCOS(O) - IySin(e)
--[1,(¢)]--> 1,cos(0) - 1,sin(0) cos (¢) + 1,sin(0) sin (¢) "~
nem azonosak a sorrend tehat
b: first |Z . after Ix: szamit, a két operator NEM

(1) —-[P)]--> 1, kommutal és ezért [L, L]# 0
~[1x(6)]--> 1,c0s(6) - 1,sin(6) / 25



A ket uton eldallitott spinstirliség-operator j60l lathatdban mas és mas, az
eredmény fiigg a két miveletet elvégzésének sorrendjétol. Az utobbi példaban tehat
szamit, hogy melyik rotacio melyik utan kovetkezik. Ez a tény elsd olvasasra varatlan
lehet, hiszen pl. két vagy tobb valos szam 0sszeszorzasakor azt tapasztaljuk, hogy az elemi
szorzasok elvégzésének sorrendje nincs kihatassal az eredményre (pl. A*B*C = B*A*(C).

Ugyanakkor, ha két vagy tobb operator altal definialt miiveletet kell
végrehajtanunk, akkor eloszor meg kell vizsgalnunk, hogy azok tetszés szerinti sorrendben
végrehajthatok-e?

1) Ha a két operator (pl. A és B) miiveleti sorrendje nem szamit, akkor azt mondjuk hogy
a két operator kommutal és ezt a [A,B] = 0 formalizmussal tiintetjiik fel.

2) Az utobbi példaban viszont azt lattuk, hogy az |, és a I, operatorok nem kommutalnak
([A,B] = AB-BA), mivel a rotaciok sorrendje befolyasolta a végallapotot. Ilyenkor, a
zerotol eltérd eredményt a kommutécio ([A,B]) eredményének hivjuk, s azt A,B
kommutatoranak nevezziik. Magat a kommutaciot célszerii operatorok kozotti
muveletként felfognunk.

conclusion : the two results are different.

when the order matters ---> they do not commute [l I]=11,
[y, LI=11,
[, LI=11,

when the order doesn't matter ---> they do commute [1,, S,]= 0 for (p,q = x,y,2)
when rotation commute they do not affect each other

coherences do not rotate around axes with which they commute (1, ---[S,]---> 1) 26



Vegyiik sorra a kommutatorok kiszamitasat elosegitd legfontosabb algebrai tételeket.
memo: Keét vagy tobb operatorhoz tartozo kommutator kiszamitasanak feletteébb egyszerii
szabalyai vannak, amelyeket az | és az S spinekhez rendelt impulzusmomentum-
operatorok Descartes-komponensein mutatunk be.

1) Egyetlen spinhez tartozo komponensek (I,, I, ¢és 1) nem kommutilnak,
s ezert kommutatoruk # O:

[I,, 1] # 0 ahol p,g = x,y vagy z

2) A megfelel6 kommutatorok az alabbi ciklikusszabaly segitségével kiszamithatok:

pEE O\

L, L]=1l

3) Egy kommutator inverzét a kovetkezo modon szamithatjuk Ki:

[Iy’ Ix]: _[Ix’ Iy]: IIz

4) ha az operatorok hatasanak sorrendisége nem szamit, akkor az
operatorok kommutalnak:

[, S¢l = 0 ahol p,q = x,y vagy z

27



5) Ha két operator koziil az egyik csupan egyetlen spinre vonatkozoik (I,), mig a masik egy
szorzat-koherencia operatora (1,S,), akkor a kiszamitasi szabaly értelmezéséhez tudnunk
kell, hogy melyik az aktiv €s melyik a passziv spin.
gy példaul az [1,Sq:1;] kommutacidja soran a passziv spin az S, ezért az formalisan
kiemelheto, S igy mar csak egy egyszertii kommutatorral van dolgunk:

[1,5: 11 = S [1,. 1]
[15Se: $1= 1, 1S, S

6) egy valodi szorzatkoherencia-operatorok (pl. IS, ¢€s I,S,) kommutatoranak kiszamitasi modja:

(AR ha...p#r...és...q #
1,8,.1,S,|=14(S,.8,}.ha...p = r :
%[Ip,lr] cha...g=s

J

Példa: Az emlitett definiciok segitsegevel a kovetkezo egyenldsegek egyszerlien belathatok:

[, 21,S,] = [l 21,]S, = 2il,S, (mivel S, a passziv spin)
[21,S,,21,5,] =0 (mivel p #£7és g #5)
[21,S,, 21,S,] = 1/4[21,, 21 ]= il (mivel g=s)

28



z-pulzus vagy

_ -pulzu
kémiai eltolodas x-pulzus ypuizus

'|1,|r +|‘jl" -|y +|1‘.,.r '|1‘|,|r O +|1‘.,r
Hx - H
+| w
15 1, 1;
+2|252 ‘l'zlzsz
'Ix C 2hSz
21y, +21,S, ly tHy
Hx +21x52
'2'252 '2'252

J szerintl csatolas

A koherenciatérben a spinsiirliség-operator | spin szerinti elemi rotacioi:
Az S spinre vonatkozd analég miiveletek a megfeleld bazisoperatorok (B,-ek)

formélis helyettesitése utn értelemszertien adédnak: S,, Sy, Sy, 25,1, 251,,...
29



z-pulzus vagy

_ -pulzus
kémiai eltolodas x-pulzus ¥P

'|1,|r +|‘jl" -|y +|1‘.,.r '|1‘|,|r O +|1‘.,r
+x ; +x
+| w
1, 1, 1,
+2|252 ‘l'zlzsz
% C 215z
21y, +21,S, ly tHy
Hx +21x52
'2'252 '2'252

J szerintl csatolas

A Hamilton-operator kiilonb6z6 alakjainak targyalasakor lathattuk, hogy a csatolasért vagy J
szerinti modulacioért felelés operator a H = 21J1,S,, amely a spinsiiriiség operator |,S,
tengely szerinti elforgatasa.

Az X, y és z iranyU pulzusok hatdsa a spinsiirliség-operatorra, vagy ennek Larmor-
precesszioja, tovabba J szerinti modulacidja szemléletesen mind a spinsiirlis€g-operator
megfeleld tengely szerinti rotacidja. 30



¥
A ,,Master Equation” algebrai formaja: / f\\.
2 4

I, —L1L,0)]> 1, | - ha[lg, 1,] =0, m?vel |,y |, kommutalnak
|, cos(6) + i[lg, 1,] sin(6) ha [l 1,] # 0, mivel 1, 1, nem kommutalnak
x-pulzus
Egy pelda: 1, —[1,(¢9)]-> 1,c0s(¢) + i [1,, L] sin(¢) =
1,c08(0) +1i (il,) sin(¢) = "z
cos(6) - 1,sin() T I
ly Hy

A ,,Master Equation” geometriai formaja: X 1,
H +H
C _I}{ +l z
_Iy ‘l'l'!‘.lf jr— ‘|y (*’W +|y
+ _IZ
15 ﬁ}u’ T
+ A rotaciok elbjel-konvencidja. 31



1 példa L 1=
| — 21,8, (rIt)]-> / m\~

1. megoldasi mod: l,cos(ndt) + i[l,, 21,S,] sin(rdt) =
l,cos(ndt) + i[l,, 21,]S,sin(nt) = |, cos(0) +i[lg, 1,] sin(6)
l,cos(mdt) + i[-i21,]S,sin(ndt) =
l,cos(ndt) + 21,S,sin(rnJt)

2. megoldasi mod:

Z-pulzus vagy g T LZNS
kémiai eltolodas x-pulzus P
+ + +
+2 I ZSZ 2 z z
C; Ty 1% I
|y +IY |y +|y -|y ‘ ) +|y
+ i +|x
+|x
> +21.S
y>z
2125z +21:55
1y 215 S;
l, -, >
-l +l
21,5, 21,3, 4 4
Hx +21x52
21555 21,5,

J szerinti csatolas

2. példa
S, —[2L,S,(ndt)]—> 21,S,cos(ndt) +i[21,S,, 21,S,] sin(rdt) =
21,S,cos(ndt) + L/4{i[2l,, 21,] sin(mdt)} =
21,S,cos(ndt) + i[il,] sin(rdt) = 32

21,S,cos(ndt) — 1, sin(nJt)



|, cos(0) + i[Iq, 1,] sin(0)

Tovabbi példak:
2 xSy _[Iz(Qlt)]_>

-S, —[25,M,(Jt)}->

25 |, —[2S,M (ndt)]->

z-pulzus vagy
kémiai eltolodas

12125z

21,8, 21,5,

+Hx
21,8,

J szerinti csatolas

21,S,cos(t) +i[21,S,, I,]sin(t) =
21,S,cos(Ct) +i[21y, 1,] Sy sin(<yt) =
21,S,cos(t) +i[-2il ] S, sin(€Qt) =
21,S,cos(Qt) + 21, S, sin(Ct)

—S,cos(mdt) + i[-S,, 2S5,M,] sin(rJt) =
—S,cos(ndt) + i(— ZMZ)[S ,S,] sin(ndt) =
=S, cos(ndt) — 2iM,(i X)sm(th)—

=S, cos(ndt) + 2S5, M,sin(nJt)

‘<‘<‘<‘<

2S,1,cos(ndt) + i[2S,1,, 2S,M_] sin(ndt) =
2S,1,cos(ndt) + 4il,M,[S,, S,] sin(rt) =
28,1,cos(mdt) + 4il,M,(-iS,) sin(nJt) =
25,1,cos(ndt) + 45, 1,M, sin(rJt)

ly Hy

121,85,

21,5

33



B: Product operators for two coupled spins

initial conditions: consider spin | and S
- spin quantum number 1/2 (e.g. 1H, 13C, 1°N, 31p)
- weakly coupled (J;5)

+—» +—»
) £ | . £ G .
| Wr-f S
Z - PULSE ¥ - PULSE Y - PULSE
OR CHEMICAL SHIFT
+IZ +Iz +IZ
Ay 1y Ix
—Iy C; +Iy -Iy +Iy -Iy ‘ , +Iy
o Vi oy
o
IZ —|Z IZ
to explain J modulation we
have to introduce a
new rotation axis : LS, s -
C Ix C -2lxSz
218, L 121,58, dy L *y
Hx + 2152
21557 21,8,
SCALAR COUPLING



A spektrum

fezziilizég
v Az akvizicios modul sematikus rajza.
idé A uV nagysdagu indukadlt fesziiltséget erdsités utan (2*107),
(s} Fourier-transzformaljuk

cy(t=0) = hB0 (YIIy + YSSZ)/(SnkT)
H=Q[l,+QsS, —mslS,

O (1= +1
= S,[Q.] e
+l
L[] u”
+ 1y cos(€2t) - I, sin(t)

21,S,(Jsmt)
+1,, cos(€t)cos(J;smt)
- 21, S, cos(€t) sin(J,smt)
- I, sin(€t) cos(J,gmt)
- 21,5, sin(Ct) sin(Jjsmt)

cos(A)cos(B) = 1/2[cos(A+B)+cos(A-B)]
kovetkezOen a spektrum alakja:  +1/2[[ +cos{(€+md\¢)t} + cos{(C2—mJ o)t} ]
, [ +a, +a] €, kémiai eltolodasertéknél
memo: az spektrum a Bloch-egyenlet alapjan: S(t) = C*exp(-t/T,)cos(C2t). 35



+I},

52l Cst
SalCst]
+ Iy
II[QI‘:]\ Egy elagaztatasos diagram
+ I}ir - IX
2.8, t) 20,8, 7. t)
A AN ZPL T
N\ 4 N\

Ugyanezt a levezetést elvégezhetjiik az S spin esetében is, amely azonban az akvizicid
kezdetén S, és az akvizicid soran mindvégig valtozatlan marad:

G(t:O) = hB0 (YIIy + YSSz)/(SnkT)
H=Ql +QS, —mJlS,

O t=0)
S,[€At]

21,5,(Js7t)

S
U
S
L[] U
S
U
S 36



cr 7

cS(t=0) = hB0 (YIIy + YSSZ)/(BTCKT)
H=Ql, +QS, —nJsl,S,

O t=0) 21,S

y
L[] U
21,S,
S,[€t] U
21,5, cos(€st) —21,S, sin(Qgt)

21,S,(Jjsmt)
21,5, cos(€2t)cos(J;smt)
—S, cos(€Lt) sin(J,gmt)
—21,S, sin(Q.t) cos(J,smt)
=S, sin(€t) sin(Jsmt)

—S,.cos(€Lt) sin(J,gmt)
cos(A)sin(B) = 1/2[sin(A+B)-sin(A-B)]

=S, 12[+sIn{(Qs+1Ji5)t,} —SIN{(Qs—7J5)t,}]

=S, [+a, 4] tehat Q ¢ kémiai eltolodasértéknél. 37



[+a, +a] Q, kémiai eltolodésértéknél

[+a, -a] Q, kémiai eltolodasértéknél absorptive

in phase

absorptive

anti-phase

[+d, +d] Q, kémiai eltolodasértéknél

[+d, —d] Q, kémiai eltolodasértéknél

dispersive /\ /\
. . @ inphase

N

dispersive /\ /_\
anti-phase

|

1 W

1

1
Az AX-spinrendszer esetén mérhetd

szin- ¢s anti-fazisu dublett abszorptiv s diszperziv spektruma. 38



Egy érdekes spektrum: két igen eltéro intenzitdsu jel (az 1-1 pulzus-szekvencia)

P. Plateau et and M. Gueron, al.,

90, 90,
J.Am. Chem. So0c.1982, 104, 7310-7311
T
/’/‘ .I.I

.-
.-
.-
.-
-

‘/,‘ IZ(QIT) yl h \.‘
SZ(QST) z
-ly €s -S, -S, €os(Qg1) +S, cos(Qg1)
Comments: +1_sin(@1) +1, sin(1)

1) The on-resonance spin (Qs= 0, e.g. H,0) is not precessing, thus
returned to z magnetization by the second 90, : +S,c0s(0t) = S,.
Thus, in principle during acquisition no water signal is detected.

_ _ _ _ | n
2) The off-resonance signal (e.g. peptide) evolves under chemical shift '

‘ I .
precession. If < is set ideally (1= /2Q),) for the off-set resonance, the -. l I'L‘, f
second 90 left it untouched: +l,sin(€r/(2QY))) = L, sin (11/2) = I ' 'J

3) dispersive tail of water signal interferes with the signals of interest, I
severe baseline distortions are present ———T T T T T T T




